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: Exercicel
1-Résolution dans C de I'équation :
(1+i)2% 2i(a+1)z + (i-1)(a’+1)=0
a étant un parameétre :

A'=[i(a + 1)]3-(1+i){i-1)(a*+1]
= -(a+1)*+ 2(a®+1)
=a’-2a+1
A’=(a-1)?
a-1 est une racine carrée de &’, les

solutions sont donc :
,_ila+1)-a+1

z e = 7'=1+ia

i{a+1)+a—1 5

N-.,-“ ﬁ H.Uf- ”V N.s\”m+_
;2

S={1 + ia; a + i}]
2-Relation entre z; et z; indépendante de a
Z;=1+ia (izy=1-a
MNN =k Umwm =g+
= NM.T~N~HN.~

Tenir compte de la permutation.
3-Caractérisation de f :

f +: P>P

M(z;) > M(z,) a pour écriture

|compicxe : Zp =-iz;+21.
f est une rotation d’angle orienté de mesure

T — 2i "
a=- ct de centre . d affice anﬂi.uHi

mnmﬁhs.mu ou f est une similitude de rapport

k=1, d’angle orienté Qn-m et de centre (1 .
Autre solution : dans le cas ou z;=a-+i et
Z,= 1+iaonaz; =iz;+2. Ona:
%.“mﬁb.mu avec ND”M«T—

R :
4-a) Expression de x’ et y’ en fonction de x
ety : z;=-iz;+2i , en posant Z;=x-+1iy et
Zo=X"+iy’ on a : X’ +iy =-i(X+iy) + 2i
=ix +y +2i

iy
y'=2-x

Remarque: Dans le cas z, =iz;+2 on a
=2~ ¥
N y'= x
b) Image par f de la droite d’équation
x+2y-1=0.

Voo s f
ooy
y=2-x Wy=x
Dans x+2y-1=0ona:(2-y’) +2x’-1=0=
2x’-y’+1=0. (D’) a pour équation
2x-y+1=0.
Reamarque : Dans le 2°™ cas : (D) a

pour éguation : 2x-y-3=0

Exercice2

(B) : vy (O+2my’ fx)+3y(x) = 2(1-2x)e*.
(E”) vy (x)-2my’ (X)=3v(x)=0 ol m est un
parametre réel.
1-Résolution de (E).
L’équation caractéristique d’incennue
complexe r associé & (E”) est :
r>-2mr + 3=0 (¥)
A'=m’-3.
Tableau de signe de A ;
m -00 |J\M )\W
A + O - @ +
—Pour m& |—oo; =3[ U [V3; +0o[ A’>0
et (¥) admet 2solutions réelles distinctes
n=m-vm? — 3 et rp=m+Vm? — 3 et
(E”) a pour solution :
f(x)=Ae™*+ Be"* avec (A ;B) € R?
—Pour m=-v'3, A’=0 et (*) admet une
solution double ro=-v3 et
(E’) a pour solution :

+00

| f(x)=(Ax+B)e V3 avec (A,B) € R?

—Pour m=v3, A’=0 et (*) admet une
solution double rp=v3 et
(E") a pour solution :

f(x)=(Ax+B)e*'3 avec (A,B) € R?
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—Pour m€ |—V/3; V3] ; A’<0 et () admet
2 solutions complexes conjuguées
r=m-iv3 — m? et n=m+iv3 — m? et
(E’) a pour solution :
f(x)=[ACos(xV3 —m?) +
BSin(xV3 —m? |e™ avec (A ;B) € R?
2-Détermination de m :
h :—x%e* est une solution de (E)
= h”’(x)-2mh’ (x)+3h(x)=2(1-2x) e* pour
tout X € R or h’(x)=(x*+2x) e* et
h*’(x)= (x*+4x+2) e* pour tout x R,ona:
(x2+4x+2)-2m(x>+2x) e*+3x* e*=2(1-2x) *

; s [A=2m=0 4 «
ce qui conduit a ? - dipey 5T} d ocE
3-On pose m=2
(B) : ¥y ()-4y’ (x)+3y(x)=2(1-2x) e*
(E):y”(x)-4y’(0+3y(x)=0
a)-ay) @ est solution de (E) =
0’ (x)-40° (x)+30(x)= 2(1-2x) e*(1) or
h)’(x)-4h’ (x)+3h(x)=2(1-2x) e* (2)
(H42)=[0" () — 49'(x) + 30(x)]-
[h"(xj=4h (%) + 3h(x)]=0=
(¢-h)” (x)=4(9-h)" (x)+3(¢-h)(x)=0
d’ ol ¢-h est une solution de (E”)
a,) (p-h) est une soiution de (E’)=
(o-h)y’ (x)-4(p-h)’ (x)+3{0-h)(x)=0=
@7 (x)-4@’ (x)+3p(x)= h"(x)— 4h'(x) +
3h(x) or h”’(x)-4h’(x)+3h(x)=2{1-2x) e*
d’ ol ¢”*(x)-4@’ (X)+30(x)= 2(1-2) 2* donc
@ est solution de (E’)
b) ¢ Résolution de (E’) :
2€ |—o0; =3[ U [V3; +oo[ les solutions
de (*) sont r;=1 et r,=3.
[k(x)= Ae*+ Be3* |avec (A ;B) € R?
¢ Résolutign de (E) :
Posons k=¢-h , @(x)-h(x)=k(x)=
o(x)=k(x)+h(x) est la solution de (E).

[o(x)=A e +B e3*+x” e*]avec (A ;B) € R?

c) Solution particuliére :
Q) @v € (C)=£(0)=-1
=A+B=-1
+La tangente a pour coefficient
directeur 1 =f’(0)=1.
f(x)= A e* +B e3*+x” e*
£ (x)=(x+2x+A) e*+3Be3*
f’(0)=1 = A+3B=1
Mm.; nLUMm =-2
A+3B8=1 B=1
LFeO=(x*-2) e* +e3* |
4-g(x)= (x*-2) e* +e3* et U une primitive
de la fonction  x+— 2(1-2x) e*
g est une solution de (E) =
g7 (x)-4g’ (x)+3g(x)=2(1-2x) e* Vx E R=
£'(x)-4g(x)+3G(x)=U(x)+c avec c € RetG
une primitive de g; on a :G définie par G(x)
par Qecu,w. T_OQI g'(x) + 4g(x) + n_ avec
¢ € Rest une primitive de g.
Pour ¢=0 rouw [U)-g'(x) + 4g(x)] est
une primitive de g sur R.
<+ Autre méthode.
g’ solution de (E’) =

| g7 (x)-4g’ (0+3g(x)=U"(x) =

mo@u.w ?\Qun.w:?v +4g'® _ et donc G

définie par : ro.hw [UG)-g'(x) + 48(x)]
est une primitive de g sur R.

b) Expression de U(x) sous forme de
(ax+b) e*

U= (ax+b) e* ; U'(x)=(ax+b+a) e”*.
U0= 2(1-2x) maumw Hlum
U)=(<4x+6) e* ={U(x)=2(3-2x) €|
¢) Déternmiination de la E:M_:?o G

G(x)= m [U)-g' (x)48(x)]=




w?ml 4x)e*-/(x*-2)e* -2xe* -3 e* +

4(x?-2)e* + anmmmu

G(x)= (x2-2x)e* * Wmmuuﬁl_

PROBLEME

,X € [0; +oo[

PARTIE A
G est la fonction définie par g(x)=x+2-e*
pour X € [0; +oo[.
1-Sens de variation de g :
g est dérivable sur [0; +oo[ et
g’ (x)=1-e* ¥ x € [0; +oo[

Tableau de signe

X 0 +co
g'(x) ;
¥V x € [0; +oo[ g’'(x)<0 et pour x+ 0,
g’ (x)#0 donc g est strictement décroissante
sur [0; +oof. :
{*Calcul de limite a +oo.
lim g(x)= lim (x +2 —e*)

f(X)=—

xe*+1’

xX—+co x—+oco
; ; 2 e
= :EH? +1.I|v
X=co x
.. \vﬂ e
- 5 P — =" +w
=-00 oﬁ.ﬁ 2k o
15 T H = +co

2-a) Montrons :

g est continue et strictement décroissante
sur [0; +oo[ avec g(0)=1et

lim,,_, 40 g(x) = —co onadonc

g([0; +oo[)=]—o0; 1] qui contient zero d’olt
I’équation g(x)=0 admet une unique
solution a dans [0; +ceo|.

b) Déduction de I’encadrement.
g(1,14)= 0,01 et g(1,15) =-0,08
g(1,14)> g(a) > g(1,15) =

1,14< a.<1,15 car g est décroissante sur
[0; +ool.

3-Déduction du signe de g

D’apres le sens de variation de g on déduit
son tableau de signe :

X 0 o
g(x) o)
Vx€[0;ef, g(x)>0
Vx € Ja;+oof, g(x) <0 g(o)=0.
PARTIE B

,Vx €[0; +oo[
HmH+H
F est dérivable sur [0; +oo[ et

¥x€ [0; +[ona:
e*(x e¥+1)-( e¥-1)(1+x) e*

+c0

P == (x e¥+1)2
(2+x-e*; mM

T (x e¥+1)2

— g(x)e* e
' (x)= Gerei)? d’oixle résultat.
b) Signe de T'(x) et sen¢ d2 variation de f.
£'(x) a le méme signe que g car

QH

Y x € [0; +oof, GeFiD? >0.

On en déduit alors d’apres le signe de g que

| f est croissante sur [0; @] et décroissante sur

[a; +oo].
2-a) Montrons :

xeX 4 gX g=X

e*(1- e*
Lot it § et comme e* #0on a

eX(x+ e™¥)
Lwe @7
f(x)= x+ e™*
b) Calcul de limite en +co
" " 1- e™
Mo fx)= Rl_vH.WB x+ e™*

lim l-g® =1
=0 car B
limy 40X+ €7 =400

On en déduit que ’axe des abscisses (y=0)
est I’asymptote & ( &) a +oo,
3-a) Calcul de (o).

__ el s P
f(a)= ey L m@ozo = e%=p+2 et donc
2ta-1 e .
valnﬂici =|f(a)= e d’oi le résultat.
b) Encadrement de f(c).

1,l4< a<1,15 = 2,14< 0+1 < 2,15

a+1 2,14

d’olt 0,46 <f(;) < 0,47 & 10pres.
4-Equation de la tangente (T).
Gu 1=t o X + 29 or f(0)=0 et ’(0)=1

e*-1 e*-1-x2 e*-x
f(x) - x= por it B T
_(1=x)ef-(x+1) (1+0)[(1-x) e*-1]
- ; wnmhm.ﬂ.up - xeX+1
_ Utx)ex) — AX g A
f(x)—x= —egy Avec pE)=e*—xe*-1

b) Sens de variation de @ .

@ est dérivable sur [0; 4o et pour tout
x € [0; +oo[, @’ (X)=—x e*

Or ¥ x € [0; +oo[ x *>0 et pour
%x#0,p’(x)70 donc ¢ est strictement
décroissante sur [0; +ool.

*Dédaction du signe de @.

O< x = ¢05) < (M= @{x) <0 car 2819
Tableau de signe de ¢

X 0 % +oo

o) |0 -

V x € ]0; +oo] o(x) <0 ;0{0)=0.

¢)Position relative de ( @) et (T} le signe de

| f(x)—x revient & celui de o(x) d’aprds 5-a).

X 0 400 4
f(x)-x| 0
V x € [0; +oo[,f(x)—x < 0 donc ( @) esten’
dessous de (T) sur [0; +ool.

d) Voir figure ci-dessous.

PARTIE G
H-Wmn?mnnrm d’une primitive de f.
()= —2— “vxe [0; +oo[

Tt gt

x—F(x)=In(|x + e~*|) est une primitive

de f sur [0; +co] car f(x)= Lo mzaf forme —

X+ ev u
orx+e™*>0Vx € Ja; +coof a,o:
x—F(x)=In(x + e™*) est une primitive de

fsur [0; +oof.
2-Calcul d’aire :
0<x<1
oL G& Ly<x
A )= ﬁ I m -f Q&Q:TG a. or U.a=4cm®

nmﬁauu—maml_:ma + mnxu_axc.m
A y=[2-4In(1 + e™*)]em®

3- Ve[ f(x)dx, k N,

a) Calcul de Vo, Vq, et V.
Vo=l FOdx=In(1 + e~1)=In (%)

<._us f(x)dx=In mimm v

e+ e?
1+3e3 v

<Nl._. f(x)dx=In Am+ =y

b) Pourk> 2.

f est décroisante sur [0; +oo[ et donc
décroissante’sur [k; k + 1] car a<k pour k=2,
kK<x k= fk+1) < fx) i) =
[ e+ Daxs[E T fOOdr<f S F(R)dA

S f Gk + Ddes ﬂﬁ: f)dxs ﬂi Fk)dx
= f(k+1) < Vi < f(k) d*oi le résultat

c) Calcul de limite :

On sait que limy_ 4o f(x) =0
donclimg, .., f(K) = 0 et limg—eo FCk+ 1) =0
D’ou :awlg _\Mm = 0.

NB : Partie C : b) autre méthode

-Inégalité de la moyenne appliquée a f sur
[k: k+ 1].

~Utilisation des rectangles d’aire f(k+1) et~
f(k) construis sur [k; k + 1]




